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На основании замкнутых интегралов начально-краевых задач несвязной термоупругости пологих оболочек проводится

количественный анализ влияния параметров, характеризующих геометрию оболочки, на колебания оболочек постоянного

кручения и цилиндрической, обусловленные тепловым ударом со стороны одной из основных поверхностей.
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В рамках модели типа Лява рассматриваются прямоугольные в плане пологие оболочки (посто-

янного кручения и цилиндрическая) с основными поверхностями и краями, теплоизолированными

до определенного момента времени (t = 0), начиная с которого происходит мгновенное нарушение

термоизоляции по всей внешней поверхности оболочки.

На основании замкнутых интегралов нестационарной термоупругости пологих оболочек опреде-

ляется их динамическая реакция на мгновенное тепловое воздействие в зависимости от параметров,

характеризующих геометрию оболочки.

Температурное поле Θ(r, t) — при сделанных выше предположениях — будет функцией двух

переменных [1–4] — пространственной z и временной t координат. Рассмотрим начально-краевую

задачу теплопроводности (в силу пологости оболочек кривизна в уравнениях теплопроводности не

учитывается)

β
∂2Θ

∂z2
=

∂Θ

∂t
, (1)

t = 0, Θ = θ0; z = h/2, λ
∂Θ

∂z
= q; z = −h/2,

∂Θ

∂z
= 0. (2)

Решение задачи (1), (2) с помощью преобразований Лапласа либо методом суперпозиции одинарного

тригонометрического ряда с переменными коэффициентами и многочлена, учитывающего характер

неоднородности начальных и краевых условий (2), запишется в виде

Θ(z, t) =
qh

λ

(
βt

h2
+

1

2

( z

h

)2

+
1

2

z

h
−

1

24
− 2

∑

k

cos kπ

(kπ)2
e−β( kπ

h )
2
t cos

(
kπ

2
+

kπz

h

))
+ θ0. (3)

Здесь q — тепловой поток постоянной интенсивности, h — толщина, λ — коэффициент теплопровод-

ности, β — коэффициент температуропроводности.

Решение несвязной динамической термоупругости пологих оболочек в компонентах поля переме-

щений U(u, v, w) с учетом структуры температурного поля (3) сводится к интегрированию неоднород-

ной системы дифференциальных уравнений в частных производных [5–6]:

u,11 +
1 − ν

2
u,22 +

1 + ν

2
v,12 −[(k1 + νk2)w],1 −(1 − ν)(k12w),2 =

γh

gB
u,tt ,

1 + ν

2
u,12 +v,22 +

1 − ν

2
v,11 −[(k2 + νk1)w],2 −(1 − ν)(k12w),1 =

γh

gB
v,tt ,
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где ν — коэффициент Пуассона, k1, k2, k12 — соответственно кривизны и кручение оболочки, γ —

удельный вес, g — интенсивность поля тяжести, α — коэффициент линейного расширения материала,

D =
Eh3

12(1 − ν2)
, B =

Eh

1 − ν2
, Θ0(t) =

∫ h

2

−
h

2

Θ(z, t)dz.

1. В случае оболочки постоянного кручения (k1 = 0, k2 = 0, k12 = const) будем предполагать,

что она бесконечна вдоль координатной прямой Ox, края, расположенные по прямым y = 0, y = b

шарнирно закреплены, т. е.

∂u

∂y
− 2k12w = 0, w = 0,

∂2w

∂y2
= −Ψ(t), (5)

в начальный момент времени (t = 0) термоупругая система находится в покое

U = 0,
∂U

∂t
= 0. (6)

Здесь

Ψ(t) =
1 + ν

2
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λ

(
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βke−β( kπ

h )
2
t

)
.

Решение системы (4) при сделанных предположениях с помощью подстановки

u = (1 − ν) k12
∂Φ

∂y
; w =

1 − ν

2

∂2Φ

∂y2
−

γh

gB

∂2Φ

∂t2
(7)

сведем к интегрированию одного дифференциального уравнения шестого порядка относительно функ-

ции перемещений Φ(y, t):
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2
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D

B

∂6Φ
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Краевые и начальные условия (5), (6) перепишутся через функцию Φ(y, t) при y = 0, y = b в виде
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−
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при t = 0 в виде
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Решение неоднородной краевой задачи (8), (9) будем разыскивать методом суперпозиции одинарно-

го тригонометрического ряда с переменными по временной координате коэффициентами и многочлена,

учитывающего характер неоднородности краевых условий (9):

Φ(y, t) =
∑

K

ΦK(t) sin
Kπy

b
−

1

12(1 − ν)
Ψ(t)(y4

− 2by3 + b3y), (11)

где коэффициенты ряда ΦK(t) являются решениями обыкновенных неоднородных дифференциальных

уравнений:
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Здесь введены обозначения
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(Kπ)4

12
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.

Определяя стандартным образом фундаментальную систему функций ϕKl(t) для однородного диф-

ференциального уравнения, соответствующего (12), запишем его общий интеграл в виде

ΦK(t) = DK1 cos CKt + DK2 sinCKt + DK3 cos C̃Kt + DK4 sin C̃Kt +
∑
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ÃkKh3e
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t
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где
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.

Окончательно выражение для функции относительного прогиба W (y, t) = w(y, t)/b оболочки,

испытывающей термодинамический удар, примет вид

W (y, t) = −
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)
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где DKl — постоянные интегрирования, определяемые из начальных условий (10), предварительно

переписанных через функцию ΦK(t) (ввиду громоздкости не выписываются);
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h

√
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,
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(
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2. Уравнения динамической термоупругости (4) цилиндрической оболочки (k1 = 0, k12 = 0,

k2 = const) при тех же предположениях преобразуются к виду

∂2v

∂y2
− k2

∂w

∂y
=

γh

gB
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,
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gD
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и подстановкой

v = k2
∂Φ

∂y
, w =

∂2Φ

∂y2
−

γh

gB

∂2Φ

∂t2
(16)
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система (15) сводится к одному неоднородному дифференциальному уравнению в частных производ-

ных шестого порядка:

∂6Φ

∂y6
−

γh
gB

∂6Φ

∂y4∂t2
+

γh

gD

∂4Φ
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gD

∂4Φ

∂t4
= −α(1 + ν)k2

B

D
Θ0(t). (17)

Краевые и начальные условия перепишутся через функцию перемещений при y = 0, y = b в виде

∂2Φ

∂y2
= R2(1 + ν)αΘ0(t),

∂2Φ
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= −Ψ(t); (18)

при t = 0 в виде
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Решение уравнения (17), тождественно удовлетворяющее всем краевым условиям (18), будем

разыскивать в виде

Φ(y, t) =
∑
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ΦK(t) sin
Kπy

b
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)
dt, (20)

где R2 =
1

k2
, Θ0(t) =

qh

λ

βt

h2
+ θ0.

Функция относительного прогиба термоупругой системы на основании аналогичных преобразова-

ний запишется:

W (y, t) = −
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)
. (21)

На рис. 1 и рис. 2 приводятся графики функций относительного прогиба (14) и (21) при y = b/2

на двух временных интервалах с момента термодинамического удара.

Во всех случаях отмечаются следующие закономерности:

1) параметр кручения k12 существенно влияет на момент времени возникновения наибольшего

прогиба (рис. 1, а; кривым 1–6 соответствуют параметры кручения k12, равные 0, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04,

0.05). При прочих равных условиях наибольший прогиб раньше возникает у пластинки (k12 = 0);

2) в случае цилиндрической оболочки (рис. 1, б; кривым 1–4 соответствуют кривизны k2, равные

0.01, 0.02, 0.03, 0.04.) время наступления наибольшего прогиба менее чувствительно к параметру кри-

визны k2, а временной интервал максимальных прогибов значительно меньше временного интервала

для оболочки постоянного кручения;

0.01 0.02 0.03 0.04

0.03

0.02

0.01

0.01
W

t

1

2
3 4

5
6

0.01 0.02 0.03 0.04

0.015

0.010

0.005

W

t

1 2 3 4

а б

Рис. 1. Прогиб W (b/2, t), заданный формулой (14): а – для оболочки постоянного кручения, б — для

цилиндрической оболочки
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3) с увеличением значений параметров k12 и k2 динамические прогибы оболочек при «заморо-

женном» моменте времени значительно убывают (на рис. 2, а кривым 1-5 соответствуют параметры

кручения k12, равные 0, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04; на рис. 2, б кривым 1–5 соответствуют кривизны k2,

равные 0.001, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04). Величина максимального прогиба оболочек мало чувствительна

к кривизне и кручению на временном отрезке [0; 0.05] при той же тенденции к убыванию;

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0.03

0.02

0.01

0.01

0.02
W

t

1
2

3
4

5

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0.015

0.010

0.005

0.005 1 2 3 4 5W

t

а б

Рис. 2. Прогиб W (b/2, t), заданный формулой (21): а – для оболочки постоянного кручения, б — для

цилиндрической оболочки

4) при прочих равных условиях значение динамического прогиба цилиндрической оболочки во

всех случаях практически в два раза меньше прогиба оболочки постоянного кручения.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 14-08-00644-а).
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Oscillations of Shallow Shells at abrupt Influence of Thermal Flow
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On the basis of the closed integrals of the initial and boundary problems for incoherent thermoelastisity of shallow shells the

quantitative analysis of influence of the geometrical parameters on the oscillations of constant rotation and cylindrical shells, which

are conditioned by the thermal shock to outbound surface of shallow shell are carried out.
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